§1.3. Матрицаларға амалдар қолдану

Матрицаларға жасалатын келесі амалдарды қарастырамыз:
санға-көбейту, қосу, көбейту және кepi матрица табу.
Алдымен келесі түсініктерді    енгізейік.
Квадрат матрицаның бас диагоналінің   сыртындағы (бас диагональ элементтерінен басқа) элементтердің  барлығы нөлге тең болса оны диагональдік матрица дейді. n - шi ретті   диагональдік   матрицаны келесі түрде жазуға болады
 

     

Егер мұнда  болса, онда d=1 және d=0 үшін
диагональдік матрица сәйкес бірлік матрица және нөлдік    матрица деп
аталады:



Е=,                0=,



Ескерту. Нөлдік матрица түсінігі   кез келген тік   бұрышты (квадрат емес) матрицалар үшін де енгізіледі.



Анықтама.             j=l,2„..,n матрицасы мен    



санының көбейтіндісі  деп әpбip элементі  ға тең ,
i = 1,2,..., m; j =1,2,..., n матрицасын айтады.
Бұл амал үшін   келесі қасиеттер орындалады:

1)      сандық,   көбейткіштерге   қатысты ассосиативті.

2) - сандарды қосуға қатысты дистрибутивті. 

Сонымен бipre    (-1)*А=-А,   0*А=0 теңдіктері орындалады.
Анықтама. Бірдей өлшемді А мен В матрицаларының қосындысы

деп әpбip элементі  тең, өлшемі А немесе В өлшеміндей

 матрицасын айтады.
Матрицаларды қосу амалы үшін келесі қасиеттер орындалады:
1) А+В=В+А — коммутативтік;
2) (А + В) + С = А + (В + С) - ассоциативтік;

3)    -  матрицаларды  қосуға  қатысты дистрибутивтік.


Анықтама.     және      матрицаларының көбейтіндісі
деп элементтері



           ,                                        		


 яғни i - шi жол мен j - ші-баған қиылысуындағы   элементі А матрицасының i - ші жолы мен В матрицасының j - ші бағанының сәйкес элементтерінің көбейтінділерінің  қосындысына тең болатын матрицасын айтады.
Ескерту. Анықтамадан 1 - шi матрицаның бағандар саны 2 - ші матрицаның жолдар санына тең болатын матрицаларды ғана көбейтуге болатынын көреміз.

Бұл  мысалдан     яғни матрицаларды  көбейту коммутативті емес екендігі де байқаймыз.
Матрицаларды көбейту амалы келесі қасиеттерге ие:
1) (АВ)С=А(ВС) - ассоциативті;
2) (А+В)С=АВ+ВС және матрицаларды қосуға қатысты дистрибутивті;

3)  Квадрат матрицалар үшін   яғни
көбейтінді  анықтауышы   көбсйткіштерге анықтауыштарының көбейтіндісіне тең.
Сонымен бipre кез келген квадрат А матрица үшін
АЕ=ЕА=А, А*0=0*А=0,
яғни бірлік матрица Е бipлiк сан сияқты, ал нөлдік матрица нөл саны сияқты роль атқарады.

Анықтама. Егер       E– бірлік   матрица, тендіктері

орындалса, онда  матрицасы А матрицасына кepi деп аталады.
Анықтама. Анықтауышы нөлге тең емес квадрат матрица нұқсансыз (невырожденной), ал анықтауышы нөлге тең квадрат матрица нуқсанды (вырожденной) деп аталады.
Ескерту. "Нуқсанды" немесе "нуқсансыз" түсініктер тек қана
квадрат матрицалар үшін   ғана қолданылатынын ескертеміз.


 теңдігінен нұқсанды матрица үшін кepi матрица болмайтыны шығады 

Анықтама.  квадрат матрицасы берілсе,оның 

элементтерінің     агебралық  толықтауыштарынан құралған

                      
матрицасын тіркелген матрица деп атайды.
Тіркелген матрицаны алу үшін А матрицасының әpбip элементін оның алгебралық толықтауышымен ауыстырып, алынған матрицаны транспонирлеу керек.


Тіркелген матрицаның  элементінің 1 - ші индексі баған, ал 2 - ші индексі жол нөмерін көрсетеді -ші баған мен j ші жол қиылысуындағы элемент.
Kepi матрица туралы
Теорема. Нұқсансыз матрицалардың, тек қана солардың кepi матрицалары бар және кepi матрица

                                               формуласы бойынша табылады. 
§1.4. Матрица рангі
Кез келген тік бұрышты матрицаға тән сандық сипаттамасын қарастырамыз. Матрица рангі базистік жолдар (базистік бағандар) деп аталатын жолдар (бағандар) санын анықтайды, ал қалған жолдарды  (бағандарды)  осы  базистік  жолдардың  (базистік бағандардын) сызықтық комбинацияларынан алуға болады.
Анықтама. А матрицасыныц k ~ ші pemmi миноры деп А матрицасының кез келген k жолы мен кез келген k бағандарының қиылысуындағы элементтермен құралған матрицаны айтады.


Анықтама. А матрицасыныц рангі деп осы матрицасының нұқсансыз  минорларыныц ең үлкен ретін айтады  да   немесе  немесе rangA символдарыныц біреуімен белгілейді.
Нөлдік матрица рангі нөлге тең деп есептеледі.




Егер А n — шi peтті нұқсансыз квадрат матрица болса, онда                                    болса, онда  үшін ;

А  m хn өлшемді матрица болса, онда  Матрица рангін табу үшін оның 1 - ші ретті минорынан бастап барлық минорларын нұқсансыздыққа зерттесе болғаны.
Көмкеруші минорлар әдісі бұл процедураны едәуір жеңілдетеді.






Осы әдісті түсіндірейік. Кез келген 1 - ші peттi нұқсансыз минор (А матрицасының нөлге тең емсс элементі) алынады, оны  деп белгілейік. Енді  -ді көмкеруші (ішінде   болатын) барлық 2 - ші peттi минорлар қарастырылады. Егер оның барлығы нұқсанды болса, онда r(A)= 1, ал егер олай болмаса, яғни ең болмағанда нұқсансыз екінші  ретті бip минор бар болса, онда оны  арқылы белгілейміз. Келесі циклдер осы сияқты жалғасады. А матрицасының k - ші ретті нұқсансыз миноры  ал оны көмкеретін барлық минорлар нұқсанды болса. онда r(A)=k, ал егер олай болмаса  нұқсансыз минорын алып процесс одан әpi карай жалғасады.
Матрица рангін табудың тағы бip әдісі - элементар түрлендірулер әдісі, немесе Гаусс әдісі.
А матрицасы үшін элементар түрлендарулер деп келесі түрлендірулерді айтады:
1. Жолдарды (немесе бағандарды) орнымен алмастыру;
2. Қатарды нөлге тең емес санға көбейту;
3. Қатарға оған параллель қатарды қандай да бip k санына кебейтіп қосу;
4. Нөлдік қатарды алып тастау.   
Матрицаға осы аталған элементар түрлендарулерді қолданса, оның рангі өзгермейді.
А матрицасынан элементар түрлендірулер арқылы алынған в матрицасын оған эквивалент деп атайды да А~В символымен белгілейді.
А матрицасының рангін табу үшін, оны рангісін оңай табуға болатын, оған эквивалент В матрицасына ауыстыру орынды.
Мұндай матрицаларға, мысалы, трапеция тәріздес матрицалар жатады. Олар жалпы жағдайда келесі түрде жазылады


          
Ал бұл матрица үшін нұқсансыз r - ші ретті минордың бipi сол жақ жоғарғы бұрышта тұрғанын көреміз. Олай болса, r(А) = r.
Аықтама. Pemi А матрицасының рангісіне тең кез-келген нұқсансыз минор осы матрицаның базистік миноры деп аталады.
Базистік минордың жолдары мен бағандарын А матрицасының базистік жолдары және базистік бағандары деп атайтын боламыз.

Анықтама.жолдарының (бағандарының) сызықтық, комбинациясы деп


          - сандар)
 қосындысын айтады.
Базистік  минор туралы.
Теорема. А матрицасының кез келген жолы (бағаны) оның базистік жолдарының (бағандарының) сызықтық комбинациясы түрінде жазылады.
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